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Les Tenseurs de contraintes électromagnétiques 
L. HIRSINGER, N. DAHER 
Institut FEMTO-ST / Dpt MN2S (Université de Franche-Comté / ENSMM / CNRS / UTBM), 
32 avenue de l'Observatoire, 25000 BESANCON 
Résumé : 
Les tenseurs des contraintes électromagnétiques sont nombreux et souvent non équivalent. Dans cet article, 
nous proposons une synthèse sur ce sujet recouvrant les domaines du Génie Electrique et de la Physique des 
Milieux Continus et nous tentons de construire l'ensemble des tenseurs vérifiant les mêmes propriétés. 
Abstract : 
The electromagnetic stress tensors are numerous and often non-equivalent. In this communication, we 
propose a synthesis on this subject covering the fields of Electrical Engineering and of Physics of Continuum 
Media and we attempt to construct all the tensors verifying the same properties. 
Mots clefs : Effort d'origine électromagnétique, Physique des milieux continus électromagnétiques. 
Dans les dispositifs électromagnétiques, plusieurs tenseurs des contraintes électromagnétiques, dont celui de 
Maxwell, sont communément utilisés pour le calcul de la force globale d'origine magnétique qui s'exerce sur 
les pièces mobiles comme le noyau d'un électroaimant ou le rotor d'un moteur électrique. La littérature 
mentionne aussi l'existence d'autres tenseurs qui vérifient les mêmes propriétés : ceux proposés par 
Minkowski (1908), Einstein & Laud (1908), Abraham (1909-10) et Maugin & Eringen (1977). Ces 
différentes expressions de tenseurs interrogent sur sa genèse, sa définition, sa forme générale et son unicité. 
Dans cette communication, le tenseur des contraintes électromagnétiques est introduit par le biais de ces 
propriétés particulières et nous rappelons les relations qui le relient aux densités d'effort d'origine 
électromagnétique (force et couple). Les actions mécaniques globales d'origine électromagnétiques sont 
rappelées et leurs calculs par une simple intégrale de surface du tenseur en question sont présentés. Une liste 
non exhaustive des tenseurs "bien connus" est ensuite établie. Nous concluons en présentant une méthode 
pour construire l'ensemble des tenseurs de contraintes électromagnétiques vérifiant les propriétés énoncées 
au départ. 
Les opérations utilisées sont : !  pour le produit vectoriel, : pour le produit doublement contracté, et, !  pour 
le produit tensoriel. Les symboles " !!. ", "!" " et "!T " " représentent respectivement les opérateurs 
divergence appliqué à un vecteur et rotationnels appliqués à un tenseur à partir du symbole nabla, noté ! . 
1 Les actions mécaniques d'origine électromagnétique 
Les actions mécaniques d'origine électromagnétique qui s'exercent sur un milieu matériel de volume V sont 
introduites à partir des différentes densités locales d'effort d'origine électromagnétique intégrées sur ce 
volume V et sur sa surface S. On définit ainsi la force résultante des actions mécaniques d'origine 
électromagnétique Fe
! "!
 et le moment MOe
! "!!
 au point O par : 
 Fe
! "!
= fVe
!"!
V!!! dV + fS
e
!"!
S
!! dS  (1) 
 MOe
! "!!
= OM
! "!!!
! fVe
!"!
V""" dV + OM
! "!!!
! fSe
!"!
S
"" dS + cVe
!"!
V""" dV  (2) 
où fVe
!"!
, fSe
!"!
 et cVe
!"!
 représentent respectivement la densité volumique et surfacique de force et le couple 
volumique d'origine électromagnétique. Au paragraphe suivant lorsque nous introduirons la densité 
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surfacique de force, nous donnerons une définition plus précise de la surface S. Les densités volumiques fVe
!"!
 
et cVe
!"!
 sont aussi appelées force et couple pondéromotreurs. 
1.1 Les densités d'effort d'origine électromagnétique 
Les densités d'effort fVe
!"!
, fSe
!"!
 et cVe
!"!
ont très souvent une expression différente d'un auteur à l'autre comme 
nous le verrons au § 2. Mais, pour des raisons de commodités, la densité volumique de force  est souvent 
décomposée sous la forme de la somme de la divergence d'un tenseur et de la dérivée temporelle d'un vecteur 
telle que : 
 fVe
!"!
=!
!"
. T " #
"
G
#t  ou fV i
e = Tji, j !
"Gi
"t  (3) 
De même, le couple volumique  est pris comme le pseudo-vecteur associé à la partie antisymétrique du 
même tenseur (à un coefficient 2 près), c.-à-d. à partir de la décomposition classique du tenseur T  en sa 
partie symétrique T ()  et celle antisymétrique T [] , telle que T = T () +T []  et : 
 cVe
!"!
= ! :T = ! :T []  ou cV ie = !ijk Tjk = !ijk T[ jk ]  (4) 
où T , 
!
G  et !  représentent respectivement le tenseur des contraintes électromagnétiques, le vecteur moment 
électromagnétique et le tenseur des permutations définit par le symbole de Levi-Civita : 
!ijk =
1 si (i,j,k) correspond à (1,2,3), (2,3,1) ou (3,1,2)
!1 si (i,j,k) correspond à (3,2,1), (1,3,2) ou (2,1,3) 
0 si deux indices sont égaux                               
"
#
$
%
$
 (5) 
La densité surfacique de force d'origine électromagnétique fSe
!"!  peut être introduite en appliquant la technique 
de la "Pill Box". En suivant les travaux d'Eringen & Maugin [1], cette force surfacique s'applique sur chaque 
surface singulière matérialisant une discontinuité matérielle fixe par rapport au milieu étudié (ie. une 
interface entre 2 milieux différents) ou matérialisant une discontinuité non matérielle mobile par rapport au 
milieu étudié (ie. une onde de choc, un front de transformation de phase). Son expression est la suivante : 
 fSe
!"!
=
"n. T + "! !
!
G"#
$
% = T
T
+
!
G! !!"
#&
$
%'
. !n  ou fS ie = nj. Tji +! j Gi!" #$  (6) 
où !!  correspond à la vitesse de la surface de discontinuité qui sépare le milieu étudié en 2 parties : la zone + 
et celle -. !n  représente la normale à cette surface de discontinuité. Les milieux sont repérés tels que !n  est 
orientée du milieu – vers le milieu +. A!" #$ = A
+
% A
%
 représente le saut du tenseur A  où A+  et A! sont 
respectivement les valeurs de A  sur la surface de discontinuité des côtés positif et négatif de la normale !n . 
Il est important de remarquer que la surface S utilisée dans les équations (1) et (2) correspond à toutes ses 
surfaces de discontinuité incluses dans le volume V. Il est aussi à remarquer que le saut du tenseur T + !! !
!
G  
n'est pas en général symétrique et, pour l'intervertir avec la normale !n , il faut passer par son transposé 
comme l'indique le terme de droite de l'équation (6). 
La figure 1 présente quatre densités surfaciques de force fSe
!"!
 (et donc quatre tenseurs associés) appliquées à 
une pièce au comportement magnétique linéaire et homogène dans le cas de la magnétostatique. Ces quatre 
exemples correspondent à quatre modélisations différentes classiquement utilisées en Génie Electrique pour 
le dimensionnement de systèmes électromécaniques : modélisations avec des courants équivalents, ou avec 
des charges magnétiques équivalentes, ou avec des charges et courants surfaciques, ou par la dérivée de 
l'énergie. 
fVe
!"!
cVe
!"!
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FIG. 1 – Exemples de densités surfaciques de force fSe
!"!
 qui s'appliquent à une pièce magnétique au 
comportement linéaire et homogène dans l'air face à un aimant : Cas de la magnétostatique (d'après [2]). 
1.2 Le calcul des actions mécaniques globales d'origine électromagnétique 
Les actions mécaniques globales d'origine électromagnétique qui s'exercent sur un milieu matériel peuvent 
être directement calculées en intégrant les densités d'efforts des équations (1) et (2). En pratique en Génie 
Electrique, ce calcul est très rarement réalisé car on lui préfère le calcul par la méthode dite du "tenseur de 
Maxwell" que nous présentons ci-après. 
Pour un volume matériel V sans surface de discontinuité en dehors de sa surface libre avec le milieu 
extérieur, on transforme dans un premier temps le premier terme à droite de l'égalité (1) en introduisant la 
décomposition (3) pour obtenir : 
 fVe
!"!
dV
V!!! =
"
".T dV
V!!! #
$
"
G
$t dVV!!!  (7) 
où !n  représente le vecteur normal extérieur au volume V. Le deuxième terme de droite de cette nouvelle 
égalité est transformé par le théorème de transport en l'absence de surface singulière dans le volume V, c.-à-d. 
on se limite à la surface S!  de V (S étant sa surface libre donc une surface singulière) tel que [1]: 
 !
!
G
!tV
""" dV = ddt
!
G dV # !n.( !!$
!
G)
S #
""V"""
# dS  (8) 
où !!  représente le vecteur vitesse du point courant. Le premier terme de droite de l'égalité (7) est ensuite 
transformé par le théorème de Green-Gauss en l'absence de surface singulière dans le volume V [1]. En 
définitive, l'équation (7) devient : 
 fVe
!"!
dV
V!!! =
"n.(T + "!"
!
G)# dS
S #"!! #
d
dt
!
GdV
V!!!  (9) 
En introduisant cette égalité dans l'équation (1) ainsi que l'expression de la densité surfacique de force (6) 
avec !! = !"!  uniquement, on obtient en définitive la résultante des actions mécaniques d'origine 
électromagnétique : 
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 Fe
! "!
=
"n. T + dS
S +#!! "
d
dt
"
GdV
V!!!  (10) 
En utilisant la même méthode et l'expression de la densité volumique de couple, on obtient aussi le moment 
des actions mécanique d'origine électromagnétique : 
 MOe
! "!!
= OM
! "!!!
! ("n. T + )dS
S +#"" #
d
dt OM
! "!!!
!
"
GdV
V""" + cV
e
!"!
dV
V"""  (11) 
Dans l'hypothèse où des sollicitations quasi statiques sont appliquées (c'est le cas de l'électrostatique ou de la 
magnétostatique) avec des matériaux au comportement isotrope, le moment électromagnétique et le couple 
volumique s'annulent. Les actions mécaniques d'origine électromagnétique se réduisent alors à l'expression 
relativement simple suivante : 
 Fe
! "!
=
"n. T + dS
S +#!!  (12) 
 MOe
! "!!
= OM
! "!!!
! ("n. T + )dS
S +#""  (13) 
On remarque que ces actions mécaniques globales sont directement en relation avec la valeur du tenseur des 
contraintes électromagnétiques en surface exprimée dans le milieu extérieur à V, notée T + . Lorsque ce 
milieu n'est pas polarisable (ie. le vide, l'air), ce tenseur correspond au Tenseur de Maxwell que nous 
introduisons au paragraphe suivant. 
2 Les tenseurs de contraintes électromagnétiques "bien connus" 
En plus des quatre tenseurs qui conduisent aux forces surfaciques présentées en figure 1, il faut rajouter les 
cinq tenseurs couramment utilisés en Physique des Milieux Continus pour obtenir une liste non exhaustive 
des tenseurs électromagnétiques "bien connus". Ils sont exprimés en fonction des vecteurs !E , !B , !D , !H , !P  
et !M  qui correspondent respectivement au champ électrique, à l'induction magnétique, à l'induction 
électrique, au champ magnétique, à la polarisation électrique et à l'aimantation dans le repère Galiléen Rg. 
Le tenseur symétrique de Maxwell (voir par exemple [3]) : 
 T
Max
= !0
!
E!
!
E +
!
B!
!
B
µ0
"
1
2 (!0E
2 +
B2
µ0
) Id  (14) 
Le tenseur de Minkowski [4] : 
 T
Mi
=
!
D!
!
E +
!
B!
!
H "1 2( !E. !D+ !H. !B) Id  (15) 
Le tenseur d'Einstein et Laub [5] : 
 T
EL
=
!
D!
!
E +
!
B!
!
H "1 2(!0
!
E +
!
B µ0 ) Id  (16) 
Le tenseur symétrique d'Abraham et son moment électromagnétique : 
 T
Ab
=1 2(T EL + (T EL )T )  !GAb = !D! !B  (17) 
Le tenseur de Maugin & Eringen [6] : 
 T
Mau
=
!
P!
!
E "
!
B!
!
M +!0
!
E!
!
E +
!
B!
!
B
µ0
"
1
2 (!0E
2 +
B2
µ0
" 2
!
M . !B) Id  (18) 
où 
!
E  et 
!
M  représentent respectivement le champ électrique et l'aimantation dans le repère matériel et Id  
correspond au tenseur identité tel que Id = ! ji
!ej !
!ei  (où ! ji  correspond au symbole de Krönecker). 
L'ensemble de ces neufs tenseurs ont des expressions mathématiques très différentes principalement parce 
qu'ils correspondent à des forces pondéromotrices fVe
!"!
 différentes. Leur antisymétrie est dû à l'existence d'un 
couple pondéromoteur non nul. 
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3 Recherche de nouveaux tenseurs de contraintes électromagnétiques 
Dans cette partie, nous nous intéressons à la construction de tenseurs des contraintes électromagnétiques 
pour une force et un couple pondéromoteurs donnés. Pour illustrer cette méthode, nous choisissons la 
formulation proposée par Maugin & Eringen [6] [1] avec : 
 fVe
!"!
= qf
!
E + (
!
J f +
!
P
!
)" !B+ ( !P.
!
#)
!
E + (
!
#
!
B).
!
M  (19) 
 cVe
!"!
=
"
P!
"
E +
!
M !
!
B  (20) 
où !!P =
!"P + (
!
". !!) !P # ( !P.
!
") !!  et 
!
J f  représente le courant électrique de charge libre dans le repère matériel. 
3.1 Construction d'un tenseur solution particulière des égalités (3) et (4) 
Nous présentons dans ce paragraphe une méthode pour construire progressivement un tenseur de contraintes 
électromagnétiques solution particulière des égalités (3) et (4). 
On introduit tout d'abord la force de Lorentz généralisée à partir des densités effectives de charge électrique 
qeff  et de courant électrique 
!
J eff  tel que [6] : 
 fVe
!"! L
= qeff
"
E +
!
J eff !
!
B  (21) 
où qeff  et 
!
J eff  comprennent les densités volumiques de charges libres fixes qf  et en mouvement
!
J f  
auxquelles on a ajouté les densités volumiques de charges fictives ! !". !P  et de courant électrique fictif !
P
!
+
!
"#
!
M  utilisés pour introduire l'induction électrique et le champ magnétique tels que : 
 qeff = qf !
!
". !P   
!
J eff =
!
J f +
!
P
!
+
!
"#
!
M  (22) 
Le tenseur de Maxwell TMax  et le moment électromagnétique 
!
G  sont ensuite déterminés pour satisfaire les 
égalités (3) et (4) avec la force pondéromotrice correspondant à cette force de Lorentz généralisée et un 
couple volumique nul. Cela se traduit par : 
 fVe
!"! L
=!
!"
T
Max
"
#
"
G
#t  avec T
Maxest un tenseur symétrique  (23) 
Le moment électromagnétique correspond alors à !G = !0
!
E !
!
B et il vérifie les 2 égalités suivantes [6] : 
 !
!
G
!t ="
"!
T
Max
# fVe
"!" L
="
"!
T
Mau
# fVe
"!" Mau
 (24) 
A partir de ces deux équations, on peut relier la différence entre les tenseurs en fonction de celle entre les 
forces pondéromotrices. On obtient après quelques calculs : 
 !
!"
T
Mau
"T
Max#
$
%
&
'
(= fVe
!"! Mau
" fVe
!"! L
= ( "P.
"
!)
"
E + (
"
!. "P)
"
E + (
"
!
"
B).
"
M " (
"
!)
"
M )) "B  (25) 
Puis en utilisant les transformations classiques suivantes : 
 
!
!.(
!
A"
!
B) = (AjBi ), j
!ei = (
!
A.
!
!) !B+ (
!
!.
!
A) !B  (26) 
 (
!
!
!
B).
!
A = AjBj,i
!ei =
!
A" (
!
!"
!
B)+ (
!
A.
!
!) !B  (27) 
 
!
!.(
!
A. !B Id) =
!
!(
!
A. !B) = (
!
A.
!
!) !B+ ( !B.
!
!)
!
A+
!
A" (
!
!"
!
B)+ !B" (
!
!"
!
A)  (28) 
on obtient en définitive un tenseur solution particulière T0
Mau  de l'équation (25) comme étant : 
 T0
Mau
= T
Max
+
!
P!
!
E "
!
B!
!
M +
!
M . !B Id  (29) 
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On retrouve bien la forme présentée initialement par l'équation (18). Et l'on vérifie aussi facilement que la 
partie antisymétrique de ce tenseur satisfait l'égalité (4) avec l'expression donnée par l'équation (20) de la 
densité volumique de couple. 
3.2 Construction d'autres tenseurs solutions des égalités (3) et (4) 
A partir de l'équation (29), on obtient tous les tenseurs solutions de l'équation (25) sous la forme suivante où 
X  est un tenseur d'ordre 2 dont on prend son rotationnel (!" ) : 
 T
Mau
= T0
Mau
+!" X  avec !" X = !iklXlj,k
!ei #
!ej  (30) 
Ce nouveau tenseur TMau  satisfait automatiquement l'égalité (3) car, d'une part, T0
Mau  la satisfait et, d'autre 
part, !!.(!" X)  est toujours nul grâce aux propriétés des opérateurs divergence et rotationnel. Pour satisfaire 
l'égalité (4), une condition supplémentaire est que le tenseur !" X  soit symétrique. Ceci se traduit sous les 
deux formes différentes mais équivalentes suivantes : 
 ! :!" X =
!
0  ou !ijk (! jlm Xmk,l ) = 0  (31) 
 
!
!(tr X) =
!
!. X  ou Xjj,i = Xij, j  (32) 
Une condition suffisante pour satisfaire cette condition est de choisir le tenseur X  de la forme suivante : 
 X =!T "U  avec !T "U = ! jklUil,k
!ei #
!ej  (33) 
où U  est un tenseur d'ordre 2 dont le pseudo vecteur associé à sa partie antisymétrique est de divergence 
nulle. 
On obtient en définitive l'ensemble des tenseurs TMau  solutions des égalités (3) et (4) sous la forme suivante : 
 T
Mau
= T 0
Mau
+!" (!T "U)  avec !kij Uij,k = 0  (34) 
4 Conclusion et perspectives 
Nous avons rappelé les propriétés particulières qui définissent le tenseur des contraintes électromagnétiques. 
Les relations avec les densités d'effort et les actions mécaniques globales d'origine électromagnétiques ainsi 
que leurs calculs sont rappelées. Une liste non exhaustive des tenseurs "bien connus" mais non équivalents 
est établie. Nous concluons en proposant une méthode pour construire l'ensemble des tenseurs vérifiant les 
propriétés particulières. 
Malgré les nombreuses expressions de tenseurs présentés, le calcul des actions mécaniques globales d'origine 
électromagnétique restent équivalentes pour les applications du Génie Electrique (voir par exemple [2]). Ils 
subsistent en revanche d'importantes controverses au sujet des déformations d'origine électromagnétique et 
des propagations d'ondes électromagnétiques dans les milieux polarisables (voir par exemple [7]). Dans une 
prochaine étude, nous explorons les libertés offertes par la forme générale des tenseurs données par 
l'équation (34). 
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